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Análisis Matemático III.
Examen Integrador. Tercera fecha. 25 de febrero de 2022.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobación del examen requiere la co-
rrecta resolución de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Determinar para qué valores de r ⩾ 0,

+∞∫
0

xr

1+x3
dx es convergente.

Calcular la integral para el caso r = 1/2.

Ejercicio 2. Comprobar que para todo a y b reales:

u(x, y)=a sen(b ln
√

x2+ y2) cos(bArg(x+ iy))

es armónica. Deducir la solución up del problema del potencial eléctrico en el recinto
R = {(x, y) ∈ R2 : 1⩽ x2+y2⩽ 2} con condiciones de contorno up(x, y)=0 sobre la
circunferencia interior y up(x, y)=cos(Arg(x+iy)/4) sobre la circunferencia exterior.
Determinar, si existen, los puntos de R donde up(x, y)=1

Ejercicio 3. Siendo cn=αn+iβn ∀n ∈ Z y
∞∑

n=−∞

cne
inx la serie exponencial de Fourier

en [−π, π] de la función

f(x)=

{
−π

2
− x

3
si −π⩽x<0

π
3
− x

2
si 0⩽x⩽π

,

calcular α0, β0,
∞∑
n=0

αn,
∞∑
n=0

(−1)nαn, y
∞∑
n=0

|cn|2.

Ejercicio 4. Resolver la siguiente ecuación diferencial con condiciones iniciales:
uxx(x, t)=utt(x, t) −∞<x<+∞, t>0
ut(x, 0) = 0 −∞< x<+∞
u(x, 0)=

1

1+x2
−∞<x<+∞

(dar expĺıcitamente la solución en término de sus variables reales).

Ejercicio 5. Hallar f(t) tal que:

f(t)=3 t2+

t∫
0

f ′(τ) (t− τ)3dτ ∀t>0
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RESOLUCIÓN  
 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1. Determinar para qué valores de 0 la integral dx
x

x



0
31



 converge. Calcular su valor en el caso 2
1 .  

 

Resolución: Recordemos que para cada 0 la función 
 xxh )(  se define como 0 en  x = 0 y es continua 

en ),0[  (para x > 0 es )ln()( xexh 
  ). Para 0  es 1)(0 xh  para todo ),0[ x (en x = 0 se le asigna 

convencionalmente el valor 1) Por lo tanto, para 0 tenemos la integral dx
x



0
31

1
 , cuya convergencia es 

muy fácil de probar. Por ejemplo: para todo b > 1 
 

42

1

0
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1

0
3

1
2

1

0
3

1
3

1

0
3

0
3 1

1
)(

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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














  dx

x
barctgdx

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx

x

bbb

 

 

Es decir: la función dx
x

bF
b

 


0
31

1
)(  es creciente (pues el integrando es positivo) y acotada superiormente. 

Por lo tanto existe el límite dx
x

bFLimb 


 


0
31

1
)( .  

 
Ahora, para 0  podemos utilizar la misma descomposición del intervalo de integración 
 
 

                                       dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x









 1
3

1

0
3

0
3 111



 

 
y utilizar el criterio de comparación asintótica para estudiar la convergencia de la segunda integral del segundo 

miembro (la primera no es una integral impropia). El integrando es 31
)(

x

x
xk






  y podemos compararlo con 

3)(  
 xxg  :                  

 

                           )(

)(

xg

xk
Limx



 
 )1( 33 xx

x
Limx 



1
1 3

3


 x

x
Limx  

 
 

Por lo tanto, la integral dx
x

x



1
31



 converge  sii dxx




1

3  converge, es decir: sii 2 . Ahora, calculemos la 

integral dx
x

x



0
31

2
1

. 
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Para cada b > 0 podemos hacer el siguiente cambio de variable  en la integral dx
x

xb

 0
31

2
1

:  

 
 

                                          dt
t

t
tdt

t

t
dx

x

x bbxt
tx

b

 










0
6

2

0
6

0
3 1

22
11

2

2
1

 

 
Tomando límite para b  y teniendo en cuenta la paridad del integrando de la última integral, tenemos 

que  
 

                                             dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x













 6

2

0
6

2

0
3 11

2
1

2
1

 

 
 
 Se trata de una típica integral calculable mediante los métodos clásicos de variable compleja. Consideremos 
la función  
 

                       
))()()()()((1

)(
332211

2

6

2

zzzzzzzzzzzz

z

z

z
zf





  

 

donde 22
3

1
6 iiez 


,  iez i  2
2



 , 22
3

3
6

5
iiez 



 y sus conjugados son las seis raíces sextas de -1.  

 
 
Para cada R >1, consideremos la integral de f  sobre el siguiente circuito (muy popular) y apliquemos el 
teorema de los residuos:  
 
                                                                                                                                                                  
                                                                                                
                                                                      
                                                ΓR                                                                                                            
                                                                             
    -R                0                   R 

                      IR                                                             



3

1

),(2)()(
k

k

I

zfRESidzzfdzzf
RR

                 (R*) 

                                                                                                    

 

(solamente se tienen en cuenta las singularidades que se encuentran en el interior del recinto). El plan, como 
es habitual, es utilizar el hecho de que el segundo miembro no depende de R, mientras que la primera integral 
del primer miembro  
 
             

                                        
 


R

RI

dx
x

x
dzzf

R

6

2

1
)(  




 
  6

2

1 x

x
R

 

 
tiende al valor de que queremos calcular.  
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Resta ver que 0)( 




R

dzzfLimR  (es un ejercicio clásico): 

            

0
111.

1
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)(
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3

0

1
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22

 
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
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





 




 R

R

i

i
i

i
i

i

i

R

R

R

d
Rd

eR
RdRie

eR

eR
dRie

eR

eR
dzzf

R


















 

 

(en el paso (*) hemos utilizado la desigualdad 
baba 




11
,  válida para todo par de complejos ba  ) 

 
Por lo tanto, tomando límites en (R*) para R  obtenemos  

 
                                

                      dx
x

x



  6

2

1
  =  )],(),(),([2 321 zfRESzfRESzfRESi                           (∞*)    

 
 

El cálculo de esto residuos es sencillo pues se tratan de tres  polos simples:  
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1

6

1
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 




    

 
Por lo tanto:  
 

                                     dx
x

x



  6

2

1
  =  

3666
2

 





 

iii
i            

   
 
 

Respuesta 1: Los 0  para los cuales la integral dx
x

x



0
31



 es convergente son los pertenecientes al 

intervalo [0 , 2).  (Suponemos que no hace falta aclarar que la convergencia es absoluta). Para 2
1 , es 

310
3

2
1







dx
x

x
 

 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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2. Comprobar que para todo par de reales a y b, la función  
 

                                      ))(cos())ln((),( 22 iyxbArgyxbasenyxu        

 
es armónica. Deducir la solución pu  del problema del potencial eléctrico en el recinto  

 

                                         21:),( 222  yxyxR  

 
con condiciones de contorno 0),( yxu p  sobre la circunferencia interior y  )(cos),( 4

1 iyxArgyxup   sobre 

la exterior. Determinar, si existen, los puntos de R donde u = 1.  
 
 
Resolución: Se trata del siguiente problema de Dirichlet : 
 
 

                             

















,)cos())(2),cos(2()(

,0))(),(cos()(

21,0),()(

4
1

22

senuiii

senuii

yxyxui

                          (*u) 

                                                               
Las condiciones de contorno no son seccionalmente constantes, por lo tanto no parece ser conveniente utilizar 
el método de las transformaciones conformes. Dada la forma del recinto, podemos intentar plantear el 
problema en coordenadas polares, es decir, considerar la función ))(),cos((),(  rsenrurv   y el 

correspondiente problema: 
 
 

             







































,)cos(),2()(

,0),1()(

,21,0),(
1

),(
1

),()(

4
1

2

2

22

2

viii

vii

rr
v

r
r

r

v

r
r

r

v
i

v

v

v

                 (*v) 

  
                                        

Para la función ))(cos())ln((),( 22 iyxbArgyxbasenyxu  , es  

 
 
                                                  )cos())ln((),(  brbasenrv                                                      (**v) 

 
 
y las cuentas son directas:  
 

                         )cos())ln(cos( brb
r

ab

r

v





  

 

                         )cos())ln(()cos())ln(cos(
2

2

22

2

 brbsen
r

ab
brb

r

ab

r

v




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                                      )cos())ln((2
2

2




brbsenab
v





 

                          
y entonces  
 
 

0)cos())ln(()cos())ln(cos(

)cos())ln(()cos())ln(cos(
11

2

2

2

2

2

22

2

22

2




















brbsen
r

ab
brb

r

ab

brbsen
r

ab
brb

r

abv

rr

v

rr

v

 

 
Por lo tanto, cualesquiera sean las constantes a y b, la función (**) satisface la ecuación (i)v en el dominio 
indicado. También satisface la condición de contorno (ii)v , obviamente. Por lo tanto, solamente tenemos que 
encontrar a y b para satisfacer la condición (iii)v : 
 

                                         )cos()cos())2ln(( 4
1 bbasen  

 

 Basta elegir 4
1b   y 

))2ln((

1

))2ln((

1

8
1

4
1 sensen

a    y obtenemos la solución  

 
 

                      )cos())ln((
))2ln((

1
),())(),cos(( 4

1
4
1

8
1

 rsen
sen

rvrsenru p   

                    
 
Nota: La siguiente parte de la resolución no utiliza la sugerencia dada en el enunciado y se agrega en esta 
resolución solamente a efectos ilustrativos.  
 
 Las condiciones de contorno sugieren buscar la solución de (*v) en la forma  
 
                                                    )cos()(),( 4

1 rfrv   

 
donde f es una función a determinar por las ecuaciones:  
 
 

           



















1)2()(

0)1()(

,21,0)cos()(
1

16

1
)cos()('

1
)cos()(")( 4

1
24

1
4
1

fiii

fii

rrf
r

rf
r

rfi

f

f

f 

 

 
Obsérvese que se trata de una versión sintética del método de separación de variables. Dado que la ecuación 
(i)f  debe verificarse para todo  , este sistema es equivalente a  
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

















1)2()(

0)1()(

21,0)(
1

16

1
)('

1
)(")( 2

fiii

fii

rrf
r

rf
r

rfi

f

f

f

                                      (*f ) 

 
 

La ecuación diferencial para f, es decir, 0)(16)(')("2  rfrrfrfr ,  se resuelve mediante el cambio de 

variable ))(ln()( rhrf  , pues entonces la ecuación para h resulta 
 

                     

                         0))(ln(
16

1
))(ln('

1
))(ln('

1
))(ln("

1
)(

)(')("

22
2 




















   rf
rfrf

rhrh
r

rrh
r

rh
r

r    

                                          

es decir:  0))(ln(
16

1
))(ln("  rhrh , o bien: 0)(

16

1
)("  thth , donde ter  . La solución general es  

 
 
                                                   )()cos()( 4

1
4
1 tBsentAth   

 
 
donde A y B son dos constantes cualesquiera. Tenemos entonces, que f es de la forma 
 
 
                    
                              ))ln(())ln(cos()( 4

1
4
1 rBsenrArf   

 
 
Las constantes quedan determinadas por las condiciones de contorno de (* f):  
 
                       0))1ln(())1ln(cos()1( 4

1
4
1  BsenAf  

 

                       1))2ln(())2ln(cos()2( 4
1

4
1  BsenAf  

 

Resolviendo, nos queda 0A  y 
))2ln((

1

8
1sen

B  .  Es decir: 

 

                                      ))ln((
))2ln((

1
)( 4

1

8
1

rsen
sen

rf   

 

                                )cos()(),( 4
1 rfrv )cos())ln((

))2ln((

1
4
1

4
1

8
1

rsen
sen

 

         
y, finalmente, 
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                                )cos())ln((
))2ln((

1
))(),cos(( 4

1
4
1

8
1

 rsen
sen

rsenru   

 
Es muy sencillo comprobar que esta función satisface las condiciones de contorno (ii) y (iii) del sistema (*u). 
Lleva un poquito más de tiempo pero no tanto calcular su laplaciano en coordenadas porlares y verificar que, 
efectivamente, u es armónica.  
 
Para determinar, si existen, los puntos de R donde u toma el valor 1, podemos aplicar el Principio del Módulo 
máximo para las armónicas: u alcanza su máximo en el borde de R.  Dado que en la circunferencia interior u 

es nula y en la circunferencia exterior es )cos())(2),cos(2( 4
1 senu el máximo de u es, precisamente 

1 (el mínimo -1) y se alcanza en los puntos cuyo argumento principal ],(    verifica 1)cos( 4
1  , es 

decir: 0 .  
 

Respuesta 2: La solución es  )cos())ln((
))2ln((

1
))(),cos(( 4

1
4
1

8
1

 rsen
sen

rsenru  . El único punto de R 

donde u toma el valor 1 es  )0,2( .                                            

 
 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

3. Siendo nnn ic    para todo Zn   y 


n

inx
nec la serie exponencial de Fourier en ],[   de la función  

 

                                                       
















xsi

xsi
xf

x

x

0

0
)(

23

32   ,  

 

calcular 0  ,  0 


0n
n ,






0

)1(
n

n
n , y 



0

2

n
nc   

 
 
Resolución: Obsérvese que f es seccionalmente de clase C1, que 6)()(   ff  y que el promedio del 

salto de discontinuidad en 0 es   12322
1

2
1 )]0()0([    ff . Por lo tanto, f verifica las condiciones de 

Dirichlet y podemos afirmar entonces que su serie de Fourier f converge puntualmente, en toda la recta,  a la 
extensión 2π-periódica de la función 
 

                                                      


























xsi

xsi

xsi

xf
x

x

0

0

0

)(

23

12

32

 

 
 
Las funciones f  y f  tienen la misma serie de Fourier (solo difieren en el punto x = 0) y los coeficientes nc   

son , para cada Zn  : 
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                          


 















  dnsenfidnfdefc in

n )()()cos()()( 2
1

2
1

2
1  

 
Puesto que para todo ],[    , )(f es real, las dos integrales del segundo miembro son números reales. 

Entonces , para cada Nn   
 

                                






  dnfcnn )cos()()Re( 2
1  ,   nn    

                               






  dnsenfcnn )()()Im( 2
1   ,  nn                               (*1) 

                             
                                nnn ic       ,   nnnnnn ciic     

 
En particular:  


















 






















 

0
23

0

322
1

0
23

0

322
1

2
1

0 )()()()()( dddddfc  

  

    
















 
0

2
4
1

3

02
6
1

22
1       2

4
1

3
2

6
1

22
1 )()()()(  
  

 

         842
1

1232
1

43622
1

2222222 






   

 
Dado que 00  icn   , tenemos que 80

    y 00  (esta última igualdad se puede ver directamente en 

la segunda línea de (*1)).  
 
Ahora, para cada ],[ x :  

 

             



























1

0
11

0

1

)(
n

inx
n

n

inx

c

n
n

inx
n

n

inx
n

inx

n
n eccececcececxf

n

 

                      












 
1

0
1

0
1

0 )Re(2][][
n

inx
n

inx
n

n

inx
n

n

inx
n

inx
n eccececcececc  

 
Es decir: para todo ],[ x  

 
 

                                      









1

0 )]()cos([2)(
n

nn
n

inx
n nxsennxecxf                                            (*2) 

 
(Obsérvese que los coeficientes n  y n  no son los coeficientes de la serie de Fourier de f , aunque la relación 

es muy sencilla: nna 2  y nnb 2 . Además, tener muy presente que la igualdad (*2) solamente es válida 

si f  toma valores reales).   
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Ahora, dado que tenemos convergencia puntual en todo ],[ x , de (*2) tenemos (ya hemos calculado 0

previamente): 









1

8
1

012 22)0(
n

n
n

nf   , y por lo tanto:  

 

                                     128122
1

8
1

0
0

)(   






 n
n

n
n  

 

Análogamente, 









11

806 2)1(2)(
n

n
n

n
nf   , y entonces  

 

                       48
7

862
1

8
1

0
0

)()1()1(   






 n
n

n

n
n

n  

 
 

    La sumatoria 


0

2

n
nc puede calcularse mediante la identidad de Parseval de la siguiente manera:  

 
 

2
332

2

4
1

2
2

4
12

02
1

2

2
12

02
1

1

22

0

1
2

2
12

02
1

1

2
1

2

2
12

0

1

2

1

2

2
12

0
1

2

1

2

2
12

0
1

22

0
0

2

456.3

155

36108

13

4

1

128
)(

128
)( 


 







 







































































































dxxfdxxfc

ccccccccc

ccccccccc

Parseval

n
n

n
n

n
n

n
n

n

n
n

n
n

cc

n
n

n
n

n
n

n
n

nn

 

 
 

Respuesta 3: 80
    y 00  ,  12

0

 


n
n , 48

7

0

)1(  


n
n

n  y 2

0

2

456.3

155 


n
nc .  

                                  
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

4. Resolver: 

































x
t

xu

x
x

xu

txtx
t

u
tx

x

u

0
)0,(

1

1
)0,(

0,),(),(

2

2

2

2

2

 

 
(dar explícitamente la solución en términos de sus variables reales).   
 
Resolución: Vamos a suponer, para comenzar, que u admite, respecto de x (y para todo t), transformada de 
Fourier y que además verifica las hipótesis del Teorema de Inversión. Lo mismo para sus derivadas parciales 
involucradas en la ecuación diferencial. Aplicando la transformación de Fourier a la ecuación obtenemos 

(utilizando propiedades conocidas): ),(
ˆ

),(ˆ 2

2
2 t

t

u
tu 




  para todo   y todo t > 0. La solución general 
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de esta ecuación es )()()cos()(),(ˆ tsenBtAtu    , donde A y B son dos funciones a determinar por 

las condiciones iniciales. Tenemos, de partida, las siguientes igualdades:  
 
 






 dxetxutu xi ),(),(ˆ      ,    




 dxetutxu xi
  ),(ˆ),( 2
1     ,      














dxetx
t

u
t

t

u xi ),(),(
ˆ

    (*1) 

 
En particular:  
 

                          


  








 


  edx
x

e
dxexuuA

xi
xi

21
)0,()0,(ˆ)(  

 
(el cálculo de esta última integral es un ejercicio sencillo y puede hacerse mediante los procedimientos 
habituales de variable compleja o bien mediante el uso del teorema de inversión, como puede verse, por 
ejemplo, en la página 10 de los Apuntes sobre la Transformación de Fourier). El cálculo de la función B es  
más sencillo…:  
 

                                              0)0,()0,(
ˆ

)( 







 




 dxex
t

u

t

u
B xi  

 
Por lo tanto,      

                                                           ettu )cos(),(ˆ  

 
Aplicando el teorema de inversión:                
 

                                  




 
 detuvptxu xi),(ˆ),( 2
1 





   deetvp xi)cos(2
1    

 
Puede intentarse la cuenta (dividiendo el intervalo de integración en la forma obvia; las primitivas 
involucradas son elementales). De todos modos (no se enoje), la forma más rápida de encontrar la solución es 
la que utilizaba D’Alembert hace ya bastante tiempo: expresar u como superposición de ondas planas:  
 
 
                                                         )()(),( txgtxftxu                                                            (*1) 

 

donde :f  y :g son dos funciones de clase C2 a determinar por las condiciones iniciales 

del problema (cualesquiera sean f y g, (*1) es solución de la ecuación de ondas). Imponiendo estas condiciones 
es fácil ver que  
 

                                          












 22 )(1

1

)(1

1

2

1
),(

txtx
txu                                                       (*2) 

 
es la solución acotada del problema planteado, sin necesidad de hacer la cuenta precedente.                                         
 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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5. Hallar  f  tal que  
t

dtfttf
0

32 ))(('3)(   para todo t > 0.  

 
Resolución: Dado que la ecuación se plantea para t > 0, podemos considerar que f(t) = 0 para todo 0t . Más 
aún, supondremos que f  y su derivada son seccionalmente continuas y de orden exponencial. Entonces, la 
ecuación dada es  
 
                                                         ))('()()( tqftptf                                                              (*1) 

                                   

donde )(3)( 2 tHttp    y  )()( 3 tHttq  .  Aplicando la transformación de Laplace:  

 

                                                 )()]0()([)()( sQfssFsPsF                                                    (*2) 

 
  
donde, como hacemos habitualmente, indicamos las transformadas de Laplace con mayúsculas. La ecuación 

 
t

dtfttf
0

32 ))(('3)(   implica que 0)0( f . Por otra parte, las transformadas de p y q son muy 

sencillas:  3

6
)(

s
sP    y   4

6
)(

s
sQ   . Por lo tanto,  de  (*2)  tenemos 

                                              3343

6
)(

66
)(

6
)(

s
sF

ss
ssF

s
sF        

 
 

    Despejando: 
6

6
)( 3 


s
sF   .  Podemos factorizar ))()((63   ssss  , donde  

 

                                 3 6         ,     
2

31 i
     ,    

2

31 i
   

                                   

son las tres raíces de 63 s , y descomponer en fracciones simples  
 
 

                                        
 











s

C

s

B

s

A

s
sF

6

6
)(

3
 

 
y resulta, finalmente:  
 

                                                    )(][)( tHCeBeAetf ttt    

 
(algunas de las constantes no son reales, pero no desarrollamos las cuentas aquí) 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 


