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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Tercera fecha. 25 de febrero de 2022.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

—+00
r

1423

Ejercicio 1. Determinar para qué valores de r > 0, / dx es convergente.

0
Calcular la integral para el caso r = 1/2.

Ejercicio 2. Comprobar que para todo a y b reales:

u(z,y)=asen(bIn /22 + 2) cos(bArg(z + iy))

es armonica. Deducir la solucién u, del problema del potencial eléctrico en el recinto
R ={(z,y) € R? : 1< 2*4y* < 2} con condiciones de contorno u,(z,y) =0 sobre la
circunferencia interior y wu,(z, y) = cos(Arg(x+iy)/4) sobre la circunferencia exterior.
Determinar, si existen, los puntos de R donde wu,(z,y)=1

oo
Ejercicio 3. Siendo ¢, =a,+if3, Vn € Z 'y Z ¢,e™™ la serie exponencial de Fourier

n=—oo

en [—m, 7| de la funcién

—I-Z si —7w<z<0
_ 23 S
f(z) {g—g si 0L’
[o¢] (o] o0
calcular oy, Sy, Zan, Z(—l)"an, y Z e
n=0 n=0 n=0

Ejercicio 4. Resolver la siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales:
Uge (2, ) =uy(z,t) —co<z<+00, t>0
u(z,0) =0 —00 < <400
u(x,0)=
(z,0) 1422

(dar explicitamente la solucién en término de sus variables reales).

—o0o<r<+00

Ejercicio 5. Hallar f(t) tal que:

f(t):3t2+/f’(7) (t—7)%dr Yt>0
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RESOLUCION

o0 a
x
+dx converge. Calcular su valor en el caso a =3 .

N
1. Determinar para qué valores de « > 0 la integral

01+x

Resolucion: Recordemos que para cada « > 01a funcioén 4, (x) = x“ se define como 0 en x =0y es continua
en [0,+0) (parax > 0 es h, (x)=e*""). Para @ =0 es Ay (x) =1 para todo x €[0,+0)(en x = 0 se le asigna
+00 1
convencionalmente el valor 1) Por lo tanto, para « = 0 tenemos la integral J.1—3dx , cuya convergencia es
+x
0

muy facil de probar. Por ejemplo: para todo 6 > 1

1

b 1 b 1 b 1
1 1 1 1 1 1
——dx = dx + dx < dx + dx = dx +arctg(b)—Z< | ——dx+Z-Z
'([l-i-x3 ~(|;1+x3 '!.1+x3 '([l-i-x3 ~!’1+x2 '([l-i-x3 &) =5 '([ ’ 2

1
1+x

b
Es decir: la funcion F(b) = I -dx es creciente (pues el integrando es positivo) y acotada superiormente.
0

Por lo tanto existe el limite ,Lim  F(b)= 1;ﬂ’x.
o 1+ x

Ahora, para a >0 podemos utilizar la misma descomposicion del intervalo de integracion

+o0 a 1 a +00 a

jlifdx:-([li)fdx—'_ Ili)fdx

0 1

y utilizar el criterio de comparacion asintotica para estudiar la convergencia de la segunda integral del segundo

a

miembro (la primera no es una integral impropia). El integrando es &, (x) = " al y podemos compararlo con
+

3
X

3

g, (x)=x""":

a 3
Lim, D o iy o i 2
g,(x) X7 (1+x7) I1+x

00

N
Por lo tanto, la integral .[
1

+00

o
X .. _ o
——dx converge sii J-x“ *dx converge, es decir: sii a <2 . Ahora, calculemos la

1+x 1

1

integral .[ x—3dx .
o 1+ x
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x2
1+ x°

b
Para cada b > 0 podemos hacer el siguiente cambio de variable en la integral j dx :
0

x=t2

bx; = b
v =]

2
t

—dt
+t

t
1+¢

7
62tdt=2j1
0

Tomando limite para b——>+o y teniendo en cuenta la paridad del integrando de la ultima integral, tenemos

que

X% +0 2 +o0 2

X X
—dx:2 dx: dx
01+x3 .0[1+x6 _'[Oler6

Se trata de una tipica integral calculable mediante los métodos clasicos de variable compleja. Consideremos
la funcion

2 2
z z
f@)=—7%= - - -
I+z0 (z-2)(z-2)(z-2,)(z2-2,)(z-z)(z - %)
_i%_ﬁ N _ 5. _i%"__ﬂ i . 1 . , _
donde zy=e* =%+, z,=e? =i, z;=e ° =—5+% y sus conjugados son las seis raices sextas de -1.

Para cada R >1, consideremos la integral de f* sobre el siguiente circuito (muy popular) y apliquemos el
teorema de los residuos:

I j f(2)dz + j f(2)dz = ZﬂiiRES( f.z) (R

(solamente se tienen en cuenta las singularidades que se encuentran en el interior del recinto). El plan, como
es habitual, es utilizar el hecho de que el segundo miembro no depende de R, mientras que la primera integral
del primer miembro

R 2 +o0 2
I{f(z)dz B -Ll j—cx(’ & _'[O 1 j-cxé

tiende al valor de que queremos calcular.



Resta ver que ,Lim, j f(z)dz =0 (es un ejercicio clasico):
l—‘R

T R2 2i0

=[5 geg Rie 40 <
0

“[we

R*.&*° ; ™ 40 le Rr \
1+ R% i X 9}40 ijd R3£‘R6_1‘ TR ko

(en el paso () hemos utilizado la desigualdad , valida para todo par de complejos a # b)

1o 1
a= " |al-p

Por lo tanto, tomando limites en (Rx) para R——> -+ obtenemos

j de = 27i[RES(f,z,)+ RES(f,z,) + RES(f,z,)] (00%)

El calculo de esto residuos es sencillo pues se tratan de tres polos simples:

z— Z1 e 1 , 1 1 1 I
z—z z)= > z, = =—F=—=—
Emaf@= s = 6z, ' 6z 6t 6i 6

Z—2Z, , 1 , 1 1 |
—_ = > zZ. = == —
S T E i
T - SN NS N N

IS 6z > 6z 6T 6 6

Por lo tanto:

Respuesta 1: Los a >0 para los cuales la integral j —dx es convergente son los pertenecientes al
1+x°

intervalo [0 , 2). (Suponemos que no hace falta aclarar que la convergencia es absoluta). Para o =7, es




2. Comprobar que para todo par de reales a y b, la funcion
u(x,y)=asen(b ln(m ))cos(bArg(x +iy))
es armonica. Deducir la solucion u,, del problema del potencial eléctrico en el recinto
R={(x,y)eR:1<x*+y* <2}

con condiciones de contorno u ,(x, y) = 0 sobre la circunferencia interior y u,(x,y) = cos(% Arg(x + iy)) sobre

la exterior. Determinar, si existen, los puntos de R donde u = 1.

Resolucion: Se trata del siguiente problema de Dirichlet :

@) Au(x,y)=0 , 1<x*+y*<2
(@i) u(cos(d),sen(0)) =0 , —n<O0Zrx (xu)
(iii) u(N2 cos(0),\2sen(0)) = cos(0) , —m <0<z

Las condiciones de contorno no son seccionalmente constantes, por lo tanto no parece ser conveniente utilizar
el método de las transformaciones conformes. Dada la forma del recinto, podemos intentar plantear el
problema en coordenadas polares, es decir, considerar la funcién v(r,0)=u(rcos(8),rsen(d)) y el

correspondiente problema:

. O 1 ov 1 &%

(l)v?(7’,9)+;5(7’,9)+r—2@(7’,6’):0 L 1<r<V2,-7r<0<n

(ll)v V(lag) =0 , —n< O0<rm (*V)
(iii), v(~/2,0) = cos(L0) . —x<0<nx

Para la funcion u(x, y) = asen(bln(y x* + y*))cos(bArg(x +iy)), es
v(r,0) = asen(bIn(r))cos(bb) (V)

y las cuentas son directas:

v _ a—bcos(b In(r))cos(b6)
or r

2 2
o —z—f cos(bIn(r))cos(b@)— ariz sen(bln(r))cos(b0)
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aagvz — _ab*sen(bln(r))cos(h6)
y entonces
v lov 1 & ab b’

pwel + 25 + 307 = 7 cos(bIn(r))cos(bB) — C;—zsen(b In(7))cos(b @) +
2

+ @cos(b In(7))cos(b@) — @sen(b In(7))cos(b@) =0
r r

Por lo tanto, cualesquiera sean las constantes a y b, la funcion (++) satisface la ecuacion (i), en el dominio
indicado. También satisface la condicion de contorno (i), , obviamente. Por lo tanto, solamente tenemos que
encontrar a y b para satisfacer la condicion (iii), :

asen(b ln(\/E ))cos(bB) = cos(460)

1 1

Bastaelegir b=+ y a= =
s @Y sen(1In(+2))  sen(1In(2))

y obtenemos la solucién

u,(rcos(0),rsen(0)) = v(r,0) = msen& In(7))cos(4 )

Nota: La siguiente parte de la resolucion no utiliza la sugerencia dada en el enunciado y se agrega en esta
resolucion solamente a efectos ilustrativos.
Las condiciones de contorno sugieren buscar la solucion de (v) en la forma
v(r,0) = f(r)cos(;0)

donde f'es una funcion a determinar por las ecuaciones:

(@), f"(r)cos(%@)+lf'(r)cos(%6’ —i%f(r)cos(%ﬁ)zo , 1<r<\2,-z<6<nx
: r

16 r
i), f(1)=0
(i), f(V2)=1

Obsérvese que se trata de una version sintética del método de separacion de variables. Dado que la ecuacioén
(i)r debe verificarse para todo @, este sistema es equivalente a



W, 'O+ rem-LL =0 |, 1<r<i2
: v 16 r

(i), f(1)=0 )
(i), f(2)=1

La ecuacion diferencial para f, es decir, 7°f"(r)+7f'(r)—=16f(r) =0, se resuelve mediante el cambio de
variable f(r)= h(In(r)), pues entonces la ecuacion para /4 resulta

J"(r) S

11 1 . | 7
|l — h"(In(r))— — h'(In(r)) |+ —h'(In(r)) ——h(n(r)) =0
r r r 16

es decir: 4"(In(r)) — %h(ln(r)) =0, o bien: A"(¢)— %h(z) =0, donde r =¢'. La solucion general es

h(t) = Acos(%t) + Bsen(1t)

donde 4 y B son dos constantes cualesquiera. Tenemos entonces, que f'es de la forma

f(r) = Acos(51In(r)) + Bsen($In(r))

Las constantes quedan determinadas por las condiciones de contorno de ( f):
f ()= Acos(:1In(1)) + Bsen(41n(1)) =0
f(2) = Acos(EIn(+/2)) + Bsen(2 In(+/2)) =1

Resolviendo, nos queda 4=0y B = S . Es decir:

sen(31n(2))

_ 1 1
f(r)= sen(1In(2)) sen(;In(r))

w(r,0) = f(r)cos(;0) = sen(+1n(r))cos(6)

1
sen(y1n(2))

y, finalmente,



u(rcos(@),rsen(0)) = m sen($1n(r))cos(+6)

Es muy sencillo comprobar que esta funcion satisface las condiciones de contorno (i7) y (iii) del sistema (xu).
Lleva un poquito mas de tiempo pero no tanto calcular su laplaciano en coordenadas porlares y verificar que,
efectivamente, u es armonica.

Para determinar, si existen, los puntos de R donde u toma el valor 1, podemos aplicar el Principio del Modulo
maximo para las armonicas: u alcanza su maximo en el borde de R. Dado que en la circunferencia interior u

es nula y en la circunferencia exterior es u(\/a cos(@),\/isen(é’)) = cos(+6) el maximo de u es, precisamente

1 (el minimo -1) y se alcanza en los puntos cuyo argumento principal & € (-, 7] verifica cos(;60) =1, es
decir: 8=0.

Respuesta 2: La solucion es u(rcos(8),rsen(6)) =;sen(%ln(r))cos(%9). El Gnico punto de R
sen(41In(2))

donde u toma el valor 1 es (\/5 ,0).

+00
3.Siendo ¢, =, +if}, paratodo neZ y ZC,le”” la serie exponencial de Fourier en [-7, 7] de la funcién

n=—0w

si —7<x<0

wlN NIE

ol W=

si 0<x<~x

f(x) = {_

2

cl’l

calcular a, , B, ian ,i(—l)"% Y i
n=0 n=0 n=0

Resolucion: Obsérvese que f es seccionalmente de clase C!, que f(-x)= f(7)= —% y que el promedio del

salto de discontinuidad en O es [ /(07) + f(07)] = %(— z %) =—Z . Por lo tanto, f'verifica las condiciones de

Dirichlet y podemos afirmar entonces que su serie de Fourier f converge puntualmente, en toda la recta, ala
extension 2z-periddica de la funcion

wiy Sl ek
[
]
|

F(x)=1-

Las funciones 'y # tienen la misma serie de Fourier (solo difieren en el punto x = 0) y los coeficientes c,

son ,paracada ne Z :



C, =5 jf(@)e"'"ad@ =5 ]57‘5(0) cos(n@)dd —i- ]if(é’)sen(n 0)do

Puesto que para todo 6 €[-7z, 7] , £(0)es real, las dos integrales del segundo miembro son nlimeros reales.

Entonces , para cada ne W
a, =Re(c,) == j £(@)cos(nd)db , a., =a,

B, =1m(c,) == [£(O)sen(n)d6 , B, =-Pp, (-1)

Cn:an"f'iﬂn 5 C_n:a—n+iﬂ—n:an_iﬂn:cn

En particular:

o= [#0)0 =—( J <—%—%)de+f<%—%)d0j =#(— J <%+%)de+f(%—§>d0j -

-

O=r1

—Llfrosrf vlro-107 T )= Lbsem-tenr () -200))=

Dado que ¢, =, +if3, , tenemos que &, =—% y |f, =0 (esta Gltima igualdad se puede ver directamente en

la segunda linea de (x1)).

Ahora, para cada x €[-7,7]:

0 -1 +00 +00 ,_Z,L +00
_ inx __ inx inx __ —inx inx __
F(x) = E ce" = E ce™ +c,+ E c.e —E c,e™+e,+ E ce" =
n=-0n n=—0n n=1 n=1 n=1

+00 +0 At
— _—inx inx inx inx inx
=c,+ E [c,e™ +c,e™]=c,+ E [c,e™ +c,e™ ]=c, + E 2Re(c,e™)
n=1 n=l1 n=1

Es decir: para todo x € [—7, 7]

£(x) = icnew =a,+ 2i[an cos(nx) — B,sen(nx)] (+2)

(Obsérvese que los coeficientes «, y S, no son los coeficientes de la serie de Fourier de #, aunque la relacion
es muy sencilla: a, =2a, y b, =2, . Ademas, tener muy presente que la igualdad (+2) solamente es valida

sif toma valores reales).



Ahora, dado que tenemos convergencia puntual en todo x €[—7z, 7], de (+2) tenemos (ya hemos calculado

previamente): — % = £(0) =, + 22 a,=—%+ 22 a, ,y por lo tanto:

n=1

Analogamente, — £ =£(7)=¢q, + 22( D'a,=-% +2z a, , y entonces

n=1

Y (D'a,=a+ ) (e, =5 +H-5+H) =%
n=0 n=1

2 . . . o
La sumatoria Z|cn| puede calcularse mediante la identidad de Parseval de la siguiente manera:

n=0
n=1 j

2k,

S - e 44 Sl + 3l | Tl 4
n=1

n=0
=mﬁ%i%%i%ﬂ%mﬁ{2%+h e |- tf +43Je""
n=—o0 n=l1 n=—o0 —0
= 1e _r _x 113z ) _ 155
2l |+4”ﬂ’£(x)| a +“”“ﬂ V=g 47z(108+36j 3456
Respuesta 3: oy =-% y f,=0, ian:—%, i(—l)”an: z = 155 7.
n=0 n=0
u o’u
?(x,t)zy(x,t) —o<x<+40 ,t>0
4. Resolver: su(x,0) = 21 —00 < X < 400
x +1
M:o — 0 < X <40
ot

(dar explicitamente la solucidon en términos de sus variables reales).

Resolucion: Vamos a suponer, para comenzar, que # admite, respecto de x (y para todo ¢), transformada de
Fourier y que ademas verifica las hipotesis del Teorema de Inversion. Lo mismo para sus derivadas parciales

involucradas en la ecuacion diferencial. Aplicando la transformacion de Fourier a la ecuacion obtenemos
e . . . o .,
(utilizando propiedades conocidas): — @*i(®,t) = ?(a),t) paratodo @ € R ytodo > 0. La solucion general
4
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de esta ecuacion es u(w,t) = A(w)cos(wt) + B(w)sen(wt) , donde A y B son dos funciones a determinar por
las condiciones iniciales. Tenemos, de partida, las siguientes igualdades:

li(w,t) = j u(x,t)e " dx u(x,t):i[cﬁ(w,z)e"”dx , %(a),t): I%(x,t)e‘"”dx (+1)

—00 —00

En particular:

A(w) =li(w,0) = J' u(x,0)e " dy = [ £—dx=rel”
S l+x

—00

(el calculo de esta ultima integral es un ejercicio sencillo y puede hacerse mediante los procedimientos
habituales de variable compleja o bien mediante el uso del teorema de inversion, como puede verse, por
ejemplo, en la pagina 10 de los Apuntes sobre la Transformacion de Fourier). El célculo de la funcion B es
mas sencillo...:

ou T ou
B(w)=—(0,0)= | =
(@) =—(@,0) jat

—00

(x,0)e*dx =0

Por lo tanto,

li(w,t) = zcos(wt)e

Aplicando el teorema de inversion:
+00 +0
u(x,t)=5-vp Iﬁ(a), He'“do =1vp jcos(a)t)e_‘w‘e”"xda)

Puede intentarse la cuenta (dividiendo el intervalo de integracion en la forma obvia; las primitivas
involucradas son elementales). De todos modos (no se enoje), la forma mas rapida de encontrar la solucion es
la que utilizaba D’ Alembert hace ya bastante tiempo: expresar # como superposicion de ondas planas:

u(x,t)=f(x+t)+g(x—1t) (1)

donde f:R——>N y g:R—> R son dos funciones de clase C? a determinar por las condiciones iniciales

del problema (cualesquiera sean f'y g, (1) es solucidn de la ecuacion de ondas). Imponiendo estas condiciones
es facil ver que

i ! *
u(x’t)_2(1+(x+t)2+1+(x—t)2] ¢-2)

es la solucion acotada del problema planteado, sin necesidad de hacer la cuenta precedente.




11

5. Hallar f tal que f(t)=3t"+ J.f'(r)(t —17)’dr paratodo > 0.
0

Resolucion: Dado que la ecuacion se plantea para ¢ > 0, podemos considerar que f{¢) = 0 para todo ¢ <0. Mas
aun, supondremos que f/ y su derivada son seccionalmente continuas y de orden exponencial. Entonces, la
ecuacion dada es

J(@O)=p@)+(f*q)(®) (+1)

donde p(t)=3¢H(t) y q(t)=t’H(t). Aplicando la transformacién de Laplace:

F(s) = P(s) +[sF(s) = f(07)]O(s) (+2)

donde, como hacemos habitualmente, indicamos las transformadas de Laplace con mayusculas. La ecuacion
t

f(t)=3¢ +j f'(r)(t—7)’dr implica que f(0")=0. Por otra parte, las transformadas de p y ¢ son muy
0

6

sencillas: P(s)zi3 y Q(s)=— . Porlo tanto, de (2) tenemos
s s

F(S)z%JrSF(S)%=£+F(S)£
K K K

3 3
S

Despejando: F(s) = . Podemos factorizar s> —6= (s —a)(s — B)(s —y) , donde

3

a=Y6 | ﬂ:a# , y:[?:a#

son las tres raices de s° — 6, y descomponer en fracciones simples

F(s)=36 :A+B+C
-6 s-a s—-f s—y

y resulta, finalmente:
f(t)=[Ae™ + Be” + Ce" |H (1)

(algunas de las constantes no son reales, pero no desarrollamos las cuentas aqui)




